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  ا��
��� ا�������ت �
�� ه�ا ا�����ع ��ص (        � (  
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  01ا������ 

��	 و ������  �� ��
� 
�� �� ا����ء ا�����ب إ��
�( ); , ;O i j k

�� ��

��)، ا�� � ا����و )C ا�#ي 


�د��$�  
 2 2 2x y z+   ).ا�*� ا�()' ا����� (=

   
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

)4ّ.2 أن ا����/.�    )1 )∆  :3

2

x t

y t

z t

=


=
 =

)   t ∈�  (��)، ���	 ��� � ا����و )C.  

�� ا��/ 7  )2�
�( )0;3;0Ωو ا�����ي  ( )Q $د���
3y ا�#ي � = .  ����( )H8��/9 ( )Cو  

) ا�����ي )Q.  

)2-1 ( ��
);ّ.2 �� ا�� ); ,i kΩ
��

) ������ي  )Q 7د��
� ( )H.  

) 4<.= 9)�ن 4fّ.2 أ�$ �9>	 دا�7 ) 2-2( )H $د���
) ه� إ9<�د ا���<�� ا�#ي � )z f x= و   

)         ا���<�� ا�#ي �
�د��$  )z f x= −.   

)       أ�(@    )H ا�����ي �� ( )Q.   

)2-3 (u
r

v و
r

  =.B ن�;�
C  u i k= −
r r ur

v  و  i k= +
r r ur

.   

          ( );M x z  ��
)ه� �/ 7 �� ا�� ); ,i kΩ
��

4ّ.2 أن   .
2 2

x z x z
M u v

− +Ω = +
uuuur r r

  

)2-4 (( );X Z �.Eا	Bه�� إM ��
) �� ا�� ); ,u vΩ
� �

)�4ه2 أن  .  )M H∈ @��(F 9

4
XZ = −   .   



  02ا������    

��	 و ������ �� ��
� 
�� �� ا����ء ا�����ب إ��
�( ); , ;O i j k

�� ��

) ا�� � )S ا�#ي 


�د��$�
2 2

4 2

2

x
z

x y

+=
+ +

  

  ).ا�*� ا�()' ا�����  (
  

                      
  
  
  
  
  
  
  
  
  
1(     8��/9 2.ّ;( )S  �G9Hد�
0z �8 ا������Fت ا��� � = ، 1z =، 2z 4z و = =.   

2( 7���، ا�
	د   � �y 2 و 2�x أ>' آ' :  �F)2 و8J ا��
2 2

4 2

2

x

x y

+
+ +

 2Fد	ر 2.4 ;�M>� 

 2.�4�E 2.././Bm وM. 7��� .�4هO 2<7 ه#N ا��
 2.ّ;      mوM.  

  
  

  ��03� ا���

�� �� ا����ء ا�����ب�

��	 و ������ ��� ��
� 
)إ� ); , ;O i j k
�� ��

) .2، ا��/  )1 ; 3 ; 2Aو ( )4 ; 6 ; 4B − 

 ��)و ا�� � ا����و )Γ Nا�#ي �<�ر( );O k
r

 $Pو رأ O  7 /ا�� '�)FوA.  

�42ه2 أن  )1 2 25

2
x y z+ = ��
�د�7 ��� � ا����و� ( )Γ.   

2( ( )P 7 /ا�� '�)F ه� ا�����ي ا�#ي B ازي ا�����ي�F و ( )xOy.  

2 �
�د�7 ������ي ) 2-1(.ّ;( )P.  

)2-2 ( ����( )1C 8��/9 ( )Pو ( )Γ . 7
.�� 2.ّ;( )1C.  

  
  



  04ا������ 


��	 و ا����ء ����ب�� ��
� 
) ������إ� ); , ;O i j k
�� ��

. ���� ( )S R/7 ا��;����M(x ; y ; z) 2� 

 =.B ا����ء z = 3xy و �/�ل أن ( )S $د���
� � P ه� z = 3xy.   

 ����  " $��B ا�����ي ا�#ي  R�9/��0z  "   8ا�( )S $د���
0z و ا�����ي  ا�#ي � z=    

9/��0x  "   8ا��R  ا�����ي ا�#ي ��O��$ " و ( )S $د���
0x و ا�����ي  ا�#ي � x=    

9/��0y  "   8ا��R  ا�����ي ا�#ي 9�9.�$ " و ( )S $د���
0y و ا�����ي  ا�#ي � y=.    

 1 (� ��� ا��
 ، 1 ا��� ��ا�G�O ط�
3

2

 ا���2V.9 و �; ، .  

)     ارP� ا���/R ا�
��دي  ;�
 ا�����ي  )yOz7Fط ا������ �  . �)' RW  �2 ه#N ا�


7�4�E $��O�� ���� RW 7؟) 2-1) (2 .��  �� ه� 

)     2-2 ( 	Y8 زا Z وم ه�	
� �\ ]4�E $��B ���� 8 Z '4ّ.2 أن آ.  

)�9^' ا���<�.�ت ) 3 )1C ، ( )2C و ( )3C '()2 ا�� ( 
 ا�����ي2(�; 7Fد��
)، ا����RZ ا� )xOy  

 �G��B7   أF���� ط� W 7E_^�  1k ، 2k 3 وkV.9ا��� 
�; .  

 2.ّ; 1k ، 2k 3 وk.  

) ا���^�7  ;�
 A'ا��/ 7 ) 4 )2C '()ا� �� ( )، ه� ا���/R ا�
��دي ;�
 ا�����ي 2( )xOy 7 /�� 

( ); ;A x y z 2� ( )S.  

) �� ا��
�� A;ّ.2 إB	اE.�ت ) 4-1    ( ); , ;O i j k
�� ��

.  

)ا�����ي;�
 A  ا��� ه� ا���/R ا�
��دي ���/ A 7'';ّ.2 إB	اE.�ت ) 4-2    ( )yOz.   

5 (( )P $د���
   .3x + 6y - z - 6 = 0ه� ا�����ي ا�#ي �

)4ّ.2 أن ) 5-1    ( )A P∈   .   

)4ّ.2 أن ) 5-2(      )P  $��O�� ا�����ي ا�#ي R�   .F2(�' ا�



     )5-3 ( 8�)4ّ.2 أن 9/� )S و( )P  $��O�� ا�����ي ا�#ي R�   و ���/.� V� F �Wa 2ه� إ9<�د ا�

��4�7 �
�د��.2 دF)�ر9.�.2             $�..
9.  


��ل ا��<�.'              ( �P2 ا(�Fx + 2y -xy -2 = (x -2)(1- y). (   

                                     ()�)ا� )2  

                                                            

 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  05ا������ 

��	 و ������ ا����ء ����ب�� ��
� 
)إ� ); , ;O i j k

�� ��

.  

�� ا��/ �.2 �
�A(0 ; 5 ; 5) و B(0 ;0 ;10).   
1(��� �( )0P$د���
0x  ا�����ي ا�#ي � )  و = )C ه�bة ا��� ��آ�Yا	ا�ّ B7 /و ا��� 9(�' ا�� A.   

) �4ه2 أن ا����/.�  )OA��F  ( )C.  

2( ( )Sة�Yا	ه� ا�ّ	ه� ا�)�ة ا��� 9ّ��  ( )Cل ا��<�ر�B �Gل دورا�_W ( )Oz.  

     ( )S �./ا���� N	��ّF ا�#ي ��) ه� ا�� � ا����و )OA ل ا��<�ر�B $ل دورا�_W( )Oz.  

�42ه2 أن  )2-1( 2 2x y z+ = ��
�د�7 دF)�ر7.9 ��� � ا����و� ( )Γ.   

)2-2(  8��/9 2.ّ;( )Γ و ( )S. 

3( M 2�  7 /� ه� ( )Γ �G9�.Eا	Bا ، ( ); ;x y z7.��� 7>.>O اد	أ; .  

2 �
�y و x     �4ه2 أ�$ �F H)2 أن F)�ن ا�
	دان.Fد�� .  
 

 
 
 
    
 
 



 

  -,�ل                                                             
  01ا������  
( ( ) ( ); ;M x y z ∈ ∆  ��
Fx t= 3  وy t= و z t= 8�   t ∈�   

و
( )

( )

2
2 2 2

22

3

2

x y t t

z t

 + = +

 =

 أي 
2 2 2

2 2

4

4

x y t

z t

 + =


=
) ����9 إ�
 ا�� � ا����و�� d����� ،M أن )C  

 $��( )∆��) ���	 ��� � ا����و )C.  

  
  
 2(  
) 2-1 (  

( )H8�) ه�  9/� )Cو ا�����ي  ( )Q.   

 7 /�       ( ); ;M x y z 
) ����9 إ� )H  إذا آ�ن R/� إذا و 
2 2 2

3

x y z

y

 + =


=
   أي   

     
2 29

3

x z

y

 + =


=
.   

 ��F	�    ( )3M x i y j z kΩ = + − +
uuuur r ur ur

)  و ��4أن )M Q∈ نf� 3z M و ��$ = x i z kΩ = +
uuuur r ur

  

 �.Eا	Bإذن إ   M ��
) �� ا�� ); ,i kΩ
��

) ه��  );x z .  


�د�7 �    ( )H
)��  �� ا�� ); ,i kΩ
��

 2� ( )Q 2 ه� 29x z+ =.   

  
)  2-2(  


�د�7  •�( )H ��
) �� ا�� ); ,i kΩ
��

 2� ( )Q 2 ه� 29x z+ =.   

           2 29x z+ = @��(9 2 9z x= 2 أو + 9z x= − +  

   ( )H $د���
2 ه� إ9<�د ا���<�� ا�#ي � 9z x= 2 و ا���<�� ا�#ي �
�د��$ + 9z x= − +   


 f   و �; 7��
):  4ـ�  ه� ا�ّ	ا�7 ا�� ) 2 9f x x= +.   

  
•  ��F	�( )2lim 9

x
x

→+∞
+ = )   و ∞+ )2lim 9

x
x

→−∞
+ = +∞  

)  إذن  )lim
x

f x
→+∞

= ) و ∞+ )lim
x

f x
→−∞

= +∞  

 f�/9  
)   و �' ا�CH/�ق ;� )
2

2
'

2 9

x
f x

x
=

+
.   

) إ�Cرة  )'f x رة�Cه� إ x.   

  :�����d >	ول ا��i.�ات
  
      
  



  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

( )

( )

2

2

9
1

lim lim 1

9
lim lim 0

9

x x

x x

xf x x
x x

f x x
x x

→+∞ →+∞

→+∞ →+∞


+

 = =



− = =   
 + +

�'، ��� f إذن ا���<�� ا�#ي �F^' ا�	ا�7 /F   

x 

�د��$ ∞+ jFو ل إ�� _Y�� �4ر�/� ��./���  ، y x=.   
  

2ا���<�� ا�#ي �F^' ا�	ا�7  9fx x→ 2 و ا���<�� ا�#ي �F^' ا�	ا�7 + 9fx x−→− +  
'Oر ا���ا�>� 
  .�����kان ����4�7 إ�

  
   
  
   

     
  

               
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



  
  
) 2-3 (( );M x z ��
) ه� �/ 7 �� ا�� ); ,i kΩ

��

M إذن  x i z kΩ = +
uuuur r ur
   

u          و ��4أن     i k= −
r r ur

v و     i k= +
r r ur

f�      2uن      v i+ =
r r r

2v  و   u k− =
r r ur

  

         إذن 
2 2 2 2

u v v u x z x z
M x i z k x z u v

+ − − +Ω = + = + = +
r r r r

uuuur r ur r r
  

             
) 2-4 (( );X Z �.Eا	Bه�� إM ��
) �� ا�� ); ,u vΩ

� �

M إذن  X u Z vΩ = +
uuuur r r

  

d����� 2 �2 ا��jال ا���l4 أن  

2

x z
X

x z
Z

− =
 + =


  


�د�7 �       ( )H ��
) �� ا�� ); ,i kΩ
��

 2� ( )Q 2 ه� 29x z+ )  أي = )( ) 9x z x z+ − = −  

        أي 
( ) ( ) 9

2 2 4

x z x z+ −
× = −  

)      إذن �
�د�7  )H ��
) �� ا�� ); ,u vΩ
� �

 2� ( )Q 9 ه�

4
X Z = −           .   

  
  

  02ا������   
 1(  

•  8��mmmmmm/9( )S  �mmmmmmG9Hد�
� �mmmmmmي ا�����mmmmmm8 ا��mmmmmm� 0z =�mmmmmm�>ا��� �mmmmmmه ( )1Γ $mmmmmmد���
 ا�mmmmmm#ي �

2 2

4 2
0

2

0

x

x y

z

+ = + +
 =

   أي 
1

2
0

x

z

 = −

 =

 . 

 ( )1Γ  7د��
1 ه� ا����/.� ذو ا��

2
x = 0z  �� ا�����ي ا�#ي �
�د��$ − =.  

  
•  8��mmmmmm/9( )S  �mmmmmmG9Hد�
� �mmmmmmي ا�����mmmmmm8 ا��mmmmmm� 1z =�mmmmmm�>ا��� �mmmmmmه ( )2Γ $mmmmmmد���
 ا�mmmmmm#ي �

2 2

4 2
1

2

1

x

x y

z

+ = + +
 =

)   أي  )2 22 4

1

x y

z

 − + =


=
 . 

 ( )2Γ  7د��
) ه� ا�	ا�Yة ذات ا�� )2 22 4x y− + 1z  �� ا�����ي ا�#ي �
�د��$ = =.  

  
•   8��mmmmm/9( )S   �mmmmmmG9Hد�
� �mmmmmي ا�����mmmmmm8 ا��mmmmmm� 2z = �mmmmm�>ا��� �mmmmmmه ( )3Γ $mmmmmmد���
 ا�mmmmmm#ي �

2 2

4 2
2

2

2

x

x y

z

+ = + +
 =

)   أي    )2 21 0

2

x y

z

 − + =


=
   أي 

( ) ( ); 1;0

2

x y

z

=


=
 .  

 ( )3Γ 7 /ه�  ا�� ( )1;0;2B $د���
2z ا��<��اة �� ا�����ي ا�#ي � =.  



•  8��mmmmm/9( )S     �mmmmmG9Hد�
� �mmmmmي ا�����mmmmm8 ا��mmmmm� 4z = �mmmmm�>ا��� �mmmmmه ( )4Γ   $mmmmmد���
 ا�mmmmm#ي �

2 2

4 2
4

2

4

x

x y

z

+ = + +
 =

   أي   

2
21 5

2 4

4

x y

z

 − + = − 
 
 =

 .    

 ( )4Γ 7;7 ه�  ا�����.���  .ا�

       

2(  7����: 
2 2

4 2

2

x
m M

x y

+≤ ≤
+ +

  ،  2 @ M 1 و- @ m  

 ) _^� ،7�P7 ا����.����  )ا���	ول إآ��ل: ���
�' ا�

 #Wn� 0k 2�0k أ>'   ( ≠ = :  1

2
x = −l4ال ا���jا�*� ا�� ، (  

2 2

4 2

2

x
k

x y

+ =
+ +

  @��(9  
2 2

2
2

2 2 2 4k k
x y

k k

− + + − + = 
 
  

22     و  2 4 0k k− + + ≥ @��(F  2 2 0k k− + + ≥ @��(F 1 و 2k− ≤ ≤  

 �����d أن 
2 2

4 2
1 2

2

x

x y

+− ≤ ≤
+ +

 $�� ، 2 = M 1 و- = m.   

  
  

  03ا������ 
( )1;3;2A و ( )4 ; 6 ; 4B ) �/ ��ن  ، − )Γ Nوط ا�#ي �<�ر��) ه� ا�� );O k

r
 '�)F و A.  

  
  
  

    
                                  
 
 
 
 
 
 
 

  
1( ( ); ;M x y z 2� 7 /� ( )Γ ، ( )0;0;m zا��<�ر 
) ه� ��/ �G ا�
��دي ;� )Oz.   

     ( )0;0;2HR/دي ا  ه� ا����
� 7 /��� ( )1;3;2A  ا��<�ر 
�;( )Oz .   

 ��F	�     Om OM

OH OA
 إذن =

2 2

2 2

Om OM

OH OA
 و ��$ =

2 2 2 2

4 14

z x y z+  و ��	 =+
2

2 25

2

z
x y= +.  

  
2) (2-1( ( )0;0;1k

ur

�ع ����k ������ي C ه� ( )P إذن ، ( ); ;M x y z 
) ����9 إ� )P إذا R/� إذا و   

0BM              آ�ن  k• =
uuuur ur

4 أي  0z + =.  4z = −
)�د�7 دF)�ر7.9 ������ي  ه� � )P.   



)                   2-2  (( ); ;M x y z 
) ����9 إ� )Pو  ( )Γ إذا آ�ن R/� إذا و 
2 2 25

2
4

x y z

z

 + =

 = −

  

              أي 
2 2 40

4

x y

z

 + =


= −
) إذن  )1C ة ا�<��اة �� ا�����ي�Yا	ه� ا�ّ ( )P �Gد���
   ا��� �

                2 2 40x y+ =.   
 

  04ا������  
 1 (z = 3xy  

�   :   3z	x = 1 ��F �2 أ>'  y=  

 �2 أ>' 
3

2
x =x =  ��F	�   :      

9

2
z y=   

2x �2 أ>'  =x = 1 ��F	�   :   6z y=     

  �   :    z = 3y	x = 1 ��F �2 أ>' 

)Pp�4/�ط ;�
 ا�����ي ) �
�دHت ���/.��ت(   ��	 ��� ا��
�دHت  )yOz.  

    

  

  

  

  

  

  

  

  

       

                                           



 2(  


�د�./���� 7�f�z = 3kyن  )   k]4�E  (x = kإذا آ�ن   ) 2-1 (�   .  

4[ \.� �
	ومk  (x = kإذا آ�ن   ) 2-2 (�E   (   نf�3xy = k  أي  
3

k
y

x
=	Yد�7 �/ 8 زا�
� .  

 3(  

)    ا���<��  )1C 7 /���4 ��F ( 1 إذن 1;1( 3 1 1 3k = × × =  

)    ا���<��  )2C 7 /���4 ��F ( 2 إذن 2;1( 3 1 2 6k = × × =  

)   ا���<��  )3C 7 /���4 ��F ( 3 إذن 3;1( 3 1 3 9k = × × =  

 4(  

) ����9 إ�
  A'ا��/ 7 ) 4-1 ( )2C 8� ( )' 2;1A ت�.Eا	Bإذن إ A ��
) �� ا�� ); , ;O i j k
�� ��

 ه� 

( )2;1;6A  

) 4-2( ''A $��O�� ا�����ي  ا�#ي R�) �� ا�����ي 2 ����9 إ�
 ا���/R ا�
��دي �� )y O z  

)ه�  �� ا�����ي  ، إB	اD2�.E ����9 إ�
 ا����/.� A''           إذن  )y O z ه� ( )1;6.  

5(  

) 5-1 (( )2;1;6Aا�����ي 
) ����9 إ� )P l/>9 �G9�.Eا	Bإذا آ��[ إ R/� إذا و 


�د�7�( ) :3 6 6 0P x y z+ − − =   

   3 2 6 1 6 6 0× + × − − ) إذن = ) ( )2;1;6A P∈.   

) ه� 2 �2 ا��R ا�����ي ا�#ي ��M $��OإB	اE.�ت آ' �/ 7 )  5-2( )2; ;y z ، x و y دان	; 

=.B ن�././B  

          6z y= إذن ( )2; ;6M y y.  

          3 2 6 6 6 0y y× + × − − 
�د�M 7  ، إB	اE.�ت =� l/>9 ( )P إذن ( ) ( )2; ;6M y y P∈.  

)            �����d أن  )Pا� R�   .����2ي ا�#ي ��F  $��O(�' ا�

  



) 5-3 (( ) ( ) ( ); ;M x y z P S∈ ∩   @��(F 3x + 6y - z - 6 = 0 et z = 3xy  

   @��(F                                                    3x + 6y -3xy - 6 = 0 et z = 3xy  

   @��(F                                                      x + 2y - xy - 2 = 0 et z = 3xy    

    @��(F                                                   x - xy + 2y - 2 = 0 et z = 3xy    

    @��(F                                                   x(1 - y) + 2(y - 1) = 0 et z = 3xy  

                                            @��(F          (1 - y)(x - 2) = 0 et z = 3xy  

    @��(F                                                  (y = 1 et z = 3x ) ou (x = 2 et z = 6y )  

    @��(F                                                  ( )2; ;6M y y��� إ9<�د  
  :/.�.2  ����9 إ�

 $��O�� ا�����ي ا�#ي R�  .1 و ا��R ا�����ي ا�#ي ��O��$ 2                                             ا�

  

  05ا������   
  
  
  
  

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

��	 ا����/.� ��F (OA) ا�ّ	ا�Yة إذا و �/R إذا آ�ن (OA)ا����/.� ) 1F (AB)ى�Wرة أ��
   أي 4


�ع ا�(    إذا و �/R إدا OA
→


��	 ا�(
�ع F AB
→

.  

 ��F	�     
0

5

5

A

 
 
 
 
 

  و  
0

0

10

B

 
 
 
 
 

  إذن 

0

5

5

AB
→
 
 − 
 
 

 و 
0

5

5

OA
→
 
 
 
 
 

.  و ��$  5 5 5 5 0AB OA
→ →

= − × + × =  

d�����  OA أن 
→

 	��
F AB
→

) ��F ا�ّ	ا�Yة(OA)ا����/.�  إذن   )C.   

  
  
2) (2-1( ( ); ;M x y z 2� 7 /� ( )Γ و ( )0,0;H z 
) ��/ �G ا�
��دي ;� )Oz،  

 ��F	�              
2

2
2

tan
4

HM

OH

π= 2 إذن 2 2x y z+ =.   


�د�7 ا�)�ة ا��� ��آbه� )2-2    (�B ه�� Z rM� و ( 5)² 5² 2 5² 50AB = − + = × =   
   .x² + y² + (z  – 10)² = 50             ه� 

  
      

 7 /�       ( ); ;M x y z 
) ����9 إ� )S 
) و إ� )Γ إذا آ�ن R/إذا و� ( )² ² ( 10)² 50
...

² ² ²

x y z

x y z

+ + − =
∗ + =

  

)       ا��
�د�7  )∗ @��(9    
² ² ²

² ( 10)² 50

x y z

z z

+ =
 + − =

  

@��(9                           
² ² ²

² ² 20 100 50

x y z

z z z

+ =
 + − + =

  

     @��(9                       
² ² ²

2 ² 20 50 0

x y z

z z

+ =
 − + =

  

        @��(9                       
² ² ²

² 10 25 0

x y z

z z

+ =
 − + =

  

       @��(9                       
² ² ²

( 5)² 0

x y z

z

+ =
 − =

  

         @��(9                       
5

² ² 5²

z

x y

=
 + =

  

 8��/9  ( )S و ( )Γ ه�bة ا��� ��آ�Yا	ه� ا�ّ ( )0;0;5Ω ه�� Z rM� ا��<��اة �� ا�����ي ا�#ي 5 و   

5   �
�د��$ z =.   
  
  
  
  
  
  
  



  
  
)اBp	اE.�ت ) 3 ); ;x y z R/���  M l/>9 x² + y² = z²)  x،y و z 7.��� 7>.>O اد	أ; . (  

 r��
�' ا�PH	Hل ��4���    :  
  )I  ...... ( ��ديy ��دي  و  x ���ض أن                           

 8��                           x = 2k + 1 و  y = 2k' + 1    
�� x² + y² = z²                           ا��
�د�7 M9 (2k + 1)² + (2k' + 1)² = z²  

  4k² + 4k + 1 + 4k'² + 4k' + 1 = z²  أي                                                         
  2 = z² + ('k² + k'² + k + k)4                                                          أي 

   .F z²/�� 4  و  �/F z� f� 2 ���Bن  z²و إذا آ�ن �/F�  �/F z²   .� d�����  2 أن 


	د �� 2(�F H  4أن  ��/F z² نu   
2 4 2

=k² + k'² + k + k'

z λ
λ
 = +



2 �.� �2 ا�()' z² أي  4z λ=  

 N��J�� �� إذن ، ��Z��9 '()F vو ذ�  ��)I ( �.>O �.\ .  
      
  
  

  
 
                                             
 
                                         
 
  

  


