
  


 	� ا����ء��
  ا��
                    

  ���ر��                        
  

   01ا������
  .   ا������ ��� ���� و 
��� -ا����
	 و ا���ازي 

)���&% �$ ا�#"�ء ا�� ��ب إ�� ا����� ا�����
	 و ا������� ); , ;O i j k
�� ��

 ������� ���� و������ ، ( )D  

)و 
��د�� د*(�ر'�� �����  )P:                   

( )
1 2

: 2

3

x

D y

z

λ
λ
λ

= +
 = −
 = − −

  ( )λ )     و �∋ ) : 2 3 1 0P x y z+ − − =  .   

   :  �$ آ2 %�1 
� ا��	ول ا����$  ا���اب ا�/.�-ا,�%
) أ (ا���اب   )ب  (ا���اب   )9ـ  (ا���اب    
��1ا��  ( ) ( )1;3;2A D− ∈  ( ) ( )2; 1; 1B D− − ∈  ( ) ( )3;1; 4C D− ∈  

��2ا��   ( )1;2;3u
r

 ه� ;��ع 

) : '��9= �ـ )D  

( )2;1;1v −
r

 ه� ;��ع '��9= 

) : �ـ )D  

( )3;1;4w
uur

 ه� ;��ع 

) : '��9= �ـ )D  
��3ا��   ( )D $� اة��.
 ( )P  ( )D �
) *�ازي '�� )P  ( )D ?�@* ( )P  
��4ا��  ( ) ( )' 1;3; 2A P− ∈  ( ) ( )' 1;3;2B P∈  ( ) ( )' 1;3; 1C P− ∈  
��5ا�� )ا�����ي   )1Q يAا� 


��د��= 
2 3 1 0x y z+ − + = 


	 ا�����ي ��*( )P  

)ا�����ي  )2Q =د����
 ا�Aي 
4 5 2 3 0x y z− + + + = 


	 ا�����ي ��*( )P  

)ا�����ي  )3Q يAا� 


��د��= 
3 2 1 0x y z− + − − = 


	 ا�����ي ��*( )P  
��6ا�� ا������ ���  

)ا� ��� )1 1; 3;2M −  و −

) ا�����ي  )P$14 ه  

ا������ ��� 
)ا� ��� )1 1; 3;2M −  و −

) ا�����ي  )P$14 ه   

ا������ ��� 
)ا� ��� )1 1; 3;2M −   و−

) ا�����ي  )P $2 ه 3  

  

  
  
  
  



  
  02ا������  

     ا������ ��� ���� و 
��� -  ا��9%-   - 
��د�� د*(�ر'�� ����� ، '�@�2 و$��1 �������  
  


 ��ب "�ء#ا�   �����

	 و ���
 ���
 �) إ� ); , ;O i j k
�� ��

.   

)���ي  ���&% ا�� )P =د����
2ا�Aي  2 4 0x y z+ − + = C� و ا� ( )3;2; 6A ،( )1;2; 4B و

( )4; 2;5C −.  
1(  C� أن ا� ��ّ�A ، B و C ا ا�����ي ه�Aو �ّ�� أن ه ���
 ��ّ�' ( )P.  
2) (2-1 ( H�  . J��ABC�Iّ�� أن ا��@

)    2-2 ( �������)اآ�? '�@�K و���1� � )∆ 2�L* يAا�Oا���� 	
)�ي  و *�� )P.  
)    2-3 ( $���K ��� �� O ا����C ا����دي ��N ( )P . ���ا��� ?�OاOK.   
)    2-4 ( Q�9ا�� $N�ر� ��O ?�OاOABC.   

3( $���G ��
%9- ا��� ( ) ( ) ( ) ( ){ }; 3 , ;1 , ;1 , ;1O A B C.  

)    3-1 (I H�) ' ��$ إ�� �Gّ�� أن .ABC ه$ 
%آ2�R S ا��@ )OI.  
)    3-2 (�ّN ��� ���ا��� �G و ا�����ي ( )P.  

  

  03ا������  

   ��
���1Tا- ���
 	
��* �����
  – ���

��د��  -  �����

����� و  VW�#'  -  -9%ا��  -    
  �N���
  �����.  

 ��ب "�ء#ا�  �����

	 و ���
 ���
 �) إ� ); , ;O i j k

�� ��

.   
  C� ا� %&���A (2 ; 1 ; 3) ، B(-3;-l;7) و C(3;2;4).   

� ا��1�
� واO	ة C و B و �Aّ�� أن  )1�N X���.  

2( ( )

7 2

3

4

x t

y t t

z t

 = − + = − ∈
 = +

� �������) ه� '�@�2 و$��1 � )d. 

)�ّ�� أن ) 2-1( )d ا�����ي 	
��* (ABC).   
   .(ABC)اآ�? 
��د�� د*(�ر'�� ������ي ) 2-2(

3 (H VW��' $ه( )d و (ABC).   

) ه$ 
%9- ا����� �Hّ�� أن ) 3-1      ( ) ( ) ( ){ }; 2 , ; 1 , ;2A B C− −.  

)      3-2 (��)���N �Nّ�� ا��&��� و ا�� �Y% ا���S�ّة � )1Γ C� �� M H�O ء�ا�#" �
 :  

                   ( ) ( )2 2 0MA MB MC MB MC− − + • − =
���� ���� ���� ���� ����

  

)      3-3 ( �N�����)Nّ�� ا��&��� و ا�� �Y% ا���S�ّة � )2Γ C� �� M ء�ا�#" �
  H�O:  

                   2 2 29MA MB MC− − + =
���� ���� ����

  

  
   
  



  04ا������  
  ���

��� و آ%ة -ا������ ��� ���� و  VW��'  .  

 ��ب "�ء#ا�  �����

	 و ���
 ���
 �) إ� ); , ;O i j k

�� ��

.   

                             ا�+*ء ا(ول 
 a, b , cو    d �O �����O اد	NأH  (a , b, c) (0 ; 0 ; 0 ).   
 ( )P=د����
   .ax + by + cz + d = 0  ه� ا�����ي ا�Aي 

)���&% ا� ���  ); ;I I II x y z ع��Lو ا� ( ); ;n a b c
��

.   

� أن ا������ ��� نا�\	ف �$ هAا ا��Sء اZول ه� ا�&%ه��N I و ا�����ي ( )Pوي��' :  

    
2 2 2

I I Ia x b y c z d

a b c

+ + +

+ +
  

1 (( ) و *��
	 I ه� ا������� ا�Aي *�% ��� ��� ∆( )P.  
 �������)   K�@�' ��N و���1� � )∆ ��T	� a , b, c , d , xI , yI, zI  .  

2( $��� HVW��' ���� ( ) و ∆( )P.   

)  2-1(� $���O د	N 	9�* =أ� ��ّk H�O IH k n=
���

��

.   

)  2-2 ( �N%&Nk   ��T	� a , b, c , d , xI , yI, zI.   

 :ا�1 �[ أن ) 2-3  (
2 2 2

I I Ia x b y c z d

a b c

+ + +

+ +
.   

  

  ا�+*ء ا���-�                                           
)ا�����ي   )Q =د����
) *�� ا�(%ةx - y + z - 11 = 0 ا�Aي  )S �هSآ%
) ا��$  )1; 1; 3Ω −.   

)�J ^/� ��ّN% ا�(%ة  )1 )S.   
2( �������)اآ�? '�@�K و���1� � )∆ 2�L* يAا�  	
) و *�� )Q.  
3(  VW��' ���� ت��Rا	Oا�1 �[ ا( )Sو ( )Q.  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



  

  05ا������    
  


������ت -����     '�@�2 و$��1 ���-
��د�� د*(�ر'�� �����   VW��'   .  
  


 ��ب "�ء#ا�  �����

	 و ���
 ���
 �) إ� ); , ;O i j k
�� ��

.   
  

     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
  

[AD] ه$ 
 �/^O*�@2 ا�L(2 ا����` 
��ازي 
����Kت،    ، P ^/� 
   .[EF]ه$ 

� ه$ 
���C�� �N ا�#"�ء ا��$ 
��د��\� ) 1-1)  (1 z = 2؟  


��د�� ������ي ) 1-2(      ��ّN(ABF).   

��د���� '�S�ّ ا������� ) 1-3     ( ��   .(EF)ا�9 ]� �1

2  ()2-1( C� ت ا���Rا	Oإ ��ّN A،  G  و P.  

 ار�1 ا� ���) 2-2(      
1
0; ; 0
2

Q
    

.  

   .(APQ)اآ�? 
��د�� ������ي ) 2-3     (
   .[AG] و [PQ]ار�1  ا������� ) 3-1)  (3

)ه2 ) 3-2     ( )G APQ∈2�N ؟ .  
�? '�@��' ���� 2�VW ل� bL ا�L(2 ا����` ���1���) 4 �� �R  �1	 \�� ���
%� (AG)و (PQ).  


� ه� ا���اب ا�Aي '��J�=؟      
  
  
  
  
  
  
  



  06ا������    


��� و آ%ة – و 
���  ا������ ��� ����-  '�@�2 و$��1 �������   -
��د�� د*(�ر'�� �����    VW��' .  
   

�$ ا���اب ا�/.�-  * ��
 ���O 2آ $� ��ّN.   

 ��ب "�ء#ا�   �����

	 و ���
 ���
 �) إ� ); , ;O i j k

�� ��

.   
) و ا�����ي   S(1 ; -2 ; 0)   ���&% ا� ���  )P=د����
  .x + y - 3z + 4 = 0   ا�Aي 
  
 1  (@�' �������)�2 و$��1 � )D ��� ��� %�* يAا� S 	
) و *�� )P ه� :  
   

       
1ا���اب 2ا���اب  3ا���اب  4ا���اب   
1

1 2

3

x t

y t

z

t

 = − = −
 = − ∈

�

 

2

1

1 3

x t

y t

z t

t

 = + = − +
 = − ∈

�

 

1

2 2

3

x t

y t

z t

t

 = + = − −
 = ∈

�

 

2

1

3 3

x t

y t

z t

t

 = + = − +
 = − − ∈

�

 

  
2(��Rا	Oا� ��� تإ H ا������� VW��' ( )D ا�����ي V
 ( )P $ه : 

    
1ا���اب 2ا���اب  3ا���اب  4ا���اب   
( )4; 0; 0−  6 9 3

; ;
5 5 5

 − −    
 

7 2 1
; ;
9 3 3

 −    
 

8 25 9
; ;

11 11 11

 −    
 

 
) و ا�����ي Sا� ��� ا������ ���  )3 )P وي��' : 

1ا���اب 2ا���اب  3ا���اب  4ا���اب   

11

3
 

3

11
 

9

11
 

9

11
 

  
) '��VW هQA ا�(%ة و ا�����ي  . �J3%ه�  و �/^ �S��&% ا�(%ة ا��$ 
%آSه� ) 4 )P$ه : 

)ا� ���   :   1     ا���اب  )1; 5; 0I −  

10    و �/^ �J%ه� H   ا�ّ	اI%ة ا��$ 
%آSه�    :2    ا���اب 

11
 3     

  2   و �/^ �J%ه� S   ا�ّ	اI%ة ا��$ 
%آSه�     :3    ا���اب 

10 و �/^ �J%ه� S   ا�ّ	اI%ة ا��$ 
%آSه�     :4    ا���اب 

11
 

 
  
  
  
  
  



  

  07ا������  

   $��
	ا� - ا��	اء ا�����.   
  ABCDEFGH =�%O ل�W ?�)
 a) a�
��' ?9�
 $���O د	N .(  

 $��� I ا������� VW��' =��� (EC) و ا�����ي (AFH).   
  
  
  
  
  
  

  

   

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
  
 

1( (HF) أن ا������� ��ّ�	
  .)AG( ا�������  *��

2( )2-1 ( ��T	� ?�Oاa����ا�� ����EA:  ا��	اءات ا�� AF•
���� ����

، AB AF•
���� ����

BC و  AF•
��������

.  
ECا�1 �[ أن ) 2-2(

����

 	
��* AF
����

.  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



  

  08ا������   

   $��
ا� -ا��	اء ا�����	  - �������
 ��� ����
 %/Jأ .  


 ��ب "�ء#ا�  �����

	 و ���
 ���
 �) إ� ); , ;O i j k
�� ��

  :���&% ا���������   .

  ( )1

3 4

2
:

1

x

y
D

z

α
α
α

α

= −
 = − +
 = − +
 ∈ �

)                       و  )2

6

1
:

2 2

x

y
D

z

β
β

β
β

= −
 = +
 = +
 ∈ �

  

 1( �������)K�@�' ��ّN و���1� � )∆ 	
) '�ذي *�� )1D و ( )2D.   


���� ��� ا��������� ) 2 %/Jأ ?�Oا( )1D و ( )2D.   
  
  

  09ا������   

   $��  .  ا������ ��� ���� و 
��� -  ا����ه	  -ا��	اء ا��
ABCDEFGH  ?�)
QSآ%
 O  =�%O ل�W 1و .  

) ���&% ا����� ا�����
	 و ا�������  ); , ,A AB AD AE
uuur uuuur uuur

.   

1(  ?�OاFD و BH.   
�Sاو*�  )2� ��%�
 ���J ?�OاHOFα = . 

	 ا�����ي (FD)�%ه� أن ا�������  )3��* )EGB(.  

��د�� د*(�ر'�� ������ي  )4 ��ّN(EGB).  
  .(EGB) و ا�����ي ���O ا�O? ا������ ��� ا�  )5

       
  

 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



  

  234ل                                                    
   

  01ا������ 
•  ��)   ()7ـ (ا�+2اب ا���اب ا�/.�- ه�   :1	� ا�� ) ( ); ;3 1 4C D− ∈ (  	9�* =�Z ، $���O د	N 

λ   H�O 
3

4

1 2

2

3

1

λ
λ

λ−

= +
 = −
 = − −

  ( )1λ =.   

  
• �� :Zن    )ب(ا�+2اب  ا���اب ا�/.�- ه�  :2	� ا��

                     �2 ا���@�2 ا����1$ ا����

1

1

3

2

1

x

y

z

λ
λ
λ

−
−

= +
 =
 = −

) *&ّ�� أن  )2; 1; 1r − −
r

   ;��ع '��9=

��������                     ( )D و ( )2;1;1v −
r

) *�ازي  )2; 1; 1r − −
r

 $���O د	N 	9�* =�Z t  

 H�O                    r t v=
r r

  ( )1t = −.  

                    ( )2;1;1v −
r

 �������� %,e =�9�' �N��; ه� ( )D.  

  
• �� :Zن    )7ـ(ا�+2اب ا���اب ا�/.�- ه�   :3	� ا��

                   ( )2; 1; 1r − −
r

�9= ��������;��ع  ه� �' ( )D  

                   ( )1;2; 3n −
ur

�����ي � $�f�� ع�ه� ;� ( )P  

 � *	�                    0r n• ≠
r ur

r إذن 
r

 	
��* T n
ur

 = 
) و  )D ازي�* T ( )P  

                    )( )D 2ازي� : ( )P�;��� �	 و ��< ;=�2اة ( )P(   


?4�;      :  
                 ����( ); ;M x y z �
� ا�#"�ء ' ��$ إ� ( )P �) و إ� )D ن�إذا آ C�� إذا و   

                  

   

2 3 1 0

1 2

2

3

x y z

x

y

z

λ
λ
λ

+ − − =
 = +
 = −
 = − −

 أي 

( ) ( ) ( )1 2 2 2 3 3 1 0

1 2

2

3

x

y

z

λ λ λ
λ

λ
λ

+ + − − − − − =


= +
 = −
 = − −

أي  

13

3
23

3
19

3
4

3

x

y

z

λ = −

 = −

 =


 =

                                                

)إذن  )D ?�@* ( )P �\��Rا	O23 �$ ا� ��� ا��$ إ 19 4
; ;

3 3 3
 − 
 

.   

  
• ��)Zن اOT	ا�R�ت   )ب(ا�+2اب ا���اب ا�/.�- ه�   :4	� ا�� )1;3;2 ��� ��  'B `�.' 




��د�� ا�����ي                 ( )P ) 2$ ه$ ا�� 3 1 0x y z+ − − =.(  

  
• �� :Zن   )ب(ا�+2اب ا���اب ا�/.�- ه�   :5	� ا��

                    ( )1;2; 3n −
ur

) ه� ;��ع ���f$ �ـ�����ي   )P  

                     ( )2 4;5;2n −
ur

) ه� ;��ع ���f$ �ـ�����ي  )2Q  

1                   و  0n n• =
ur uur

n إذن 
ur

 	
��* 2n
uur

) ، ��� �[ أن  )2Q 	
��* ( )P.   

  
• �� :Zن   )أ(ا�+2اب ا���اب ا�/.�- ه�   :6	� ا��

)ا������ ��� ا� ���  )1 ; ;1 3 2M − 1 و ا�����ي ا�Aي 
��د��= − 2 3 1 0x y z+ − −    ه$ =

 
( ) ( ) ( )

( )22 2

1 2 3

1 2 3

1 14 14 14 14
14

1414 14

1 3 2× + × − × − −
= = =

+ +

−
=

−

−
.    

  
  

  02ا������  
  1 (  A�
   �C2��; ��ّE و D-A ، Bّ�� أن ا�

 � *	�    ( )2; 0; 2AB − −
����

) و  )1; 4; 1AC − −
����

.   

 AB k AC=
���� ����

 b��)' 

2

0 4

2

k

k

k

− = = −
− =

 أي 

2

0

2

k

k

k

 = − =
 = −

  

��	د ا�.���$ � �)�* T k د−2 و 0 أن *(�ن	N أي 	9�* T  إذن 	Oن واe $� k   H�OAB k AC=
���� ����

 

= 
AB  و 
����

T AC *�ازي 
����

  C� أن ا� ]� ��� ،A  ،B و Cه� ا�����ي ،���
 ��ّ�' (ABC).   
    

)-Dّ�� أن هGا ا����2ي ه2     )P  

        2 x 3 +2 -2 x 6  + 4 = 0  ا� ���  إذن A �) ' ��$ إ� )P.  
     2 x 1 +2 -2 x 4  + 4 = 0    ا� ���  إذن B �) ' ��$ إ� )P.  

   2 x 1 +2 -2 x 4  + 4 = 0      ا� ���  إذن C �) ' ��$ إ� )P.  
 C� ا�   A  ،Bو  Cإ� $�� '  �( )P إذن ا�����ي ،( )P ه� ا�����ي (ABC).   

  
2) (2-1 ( H3�أن ا�� ��ّD-ABC�I�J   

        � *	� ( ) ( ) ( ) ( )2 1 0 4 2 1 0AB AC• = − × + × − + − × − =
���� ����

  

AB      ا��L�N�ن 
����

AC و 
����


	ان  إذن ا����

	ان (AC)  و������(AB)�ن  ���
= 
  و 
       H�   .J  $� A�ABC�Iا��@

  
  
  )2-2 ( ������3� ��)����L و �� )∆  

      �
�N �#/�( ); ;n a b c
��


	 ا�����ي ا�Aي 
��د��= ��* 0ax by cz d+ + + =.  
 � *	�    ( )2;1; 2n −

��

	
��* ( )P �������) و ه� أ*"� ;��ع  '��9= � )∆.  



    ( ) ( ); ;M x y z ∈ ∆ b��)' OM nλ=
����

��

 إذن 

2

2

x

y

z

λ

λ

λ

 = =
 = −

λ و  ∈ �  

  )2-3 (
 OK ��4ب ا����	
�     � *	(OK)⊥ ( )Pو (OK) =( ) ' ��$ إ�� K ا� ��� .∆( )P �) و إ�    إذن∆(

     

2

2

2 2 4 0

x

y

z

x y z

λ

λ

λ

 = = = − + − + =

  أي   

2

2

4 4 4 0

x

y

z

λ

λ

λ

λ λ λ

 = = = − + + + =

       أي

2

2

4

9

x

y

z

λ

λ

λ

λ

 = = = − = −

                  

 و أ,�%ا 

4

9

4

9

8

9

4

9

x

y

z

λ

 = − = = = −

��  K : 8	  N	AI إO	ا�R�ت  4 8
; ;
9 9 9

K
 − −   

.  

 : �O ]� ��� OK�ب 
2 2 2
8 4 8 4

9 9 9 3
OK

         = − + − + =             
  

   4OABC+� ر�N�O ا�M272 ��4ب ) 2-4( 

   Q�9ا�� $N�ة ر�	N�J  OABC  $هABC =N�#'و ار [OK].  

  � *	�     AB² = 4 + 4 = 82  إذن 2AB = g�Aآ 	3  و �� 2AC =.  

   H�
���O  ا��@ ABC  $ه:  ( ) 2
6

2

AB AC
Aire ABC cm

×
= =  

   ��O ]� ��� Q�9ا�� $N�ر�OABC : ( ) 36 8

3 3

OK
Volume OABC cm

×
= =  


��� إ�D- G Pّ�� أن  )3-1) (3 � ( )OI  

               "I H�
%آ2�R S ا��@ ABC     "    $ �* "I ��
%9- ا��� ( ) ( ) ( ){ };1 , ;1 , ;1A B C"  



                G ��)  ه$ 
%9- ا��� ) ( ) ( ) ( ){ }; 3 , ;1 , ;1 , ;1O A B C.  

)  ه$ 
%9- ا�����G :)ا��������(�����2 ,�اص ا��9%-                 ) ( ){ }; 3 , ; 3O I  


 �/^   ه$G               أي  ]OIإذن [ G ا������� �   .(OI) ' ��$ إ�

  

) و ا����2ي Gا����	
 ��O ��4ب ) 3-2     ( )P  

              � *	� ( )1

3
OI OA OB OB= + +

������� ���� ����

  ه$I إذن إO	ا�R�ت 

8

3

2

3

5

I

I

I

x

y

z

 = =
 =

  

           G  ^/� 
1 إذن [OI]ه$ 

2
OG OI=
���� ���

:  G  ، ��� �[ إO	ا�R�ت

4

3

1

3

5

2

G

G

G

x

y

z

 = =
 =

  

        2 2 4 0x y z+ − + ) ه$ 
��د�� د*(�ر'�� ������ي = )P ، ��� ���ا���G و ا�����ي ( )P  

      ه$ 
( )2 2 2

2 2 4 2

32 1 2

G G Gx y z+ − +
=

+ + −
.   

  

  03ا������  

1( A و B و C وا4�ة 
  ���P3N R ا����;
    � *	�( )5; 2; 4AB − −

����

) و  )1;1;1AC
����

.   

 AB k AC=
���� ����

 b��)' 

5

2

4

k

k

k

− =− =
 =

  

��	د� �)�* T $���.ا� k د4 و −2 ، −5 أن *(�ن	N أي 	9�* T  إذن 	Oن واe $�k   H�O
AB k AC=
���� ����

 = 
AB  و 
����

T AC *�ازي 
����

  C� أن ا� ]� ��� ،A ، B و C  �
� ا��1��N X���

   .واO	ة



  
2( (1-2) ( )dا����2ي �;�E�  (ABC)  

 �N��; ��ّ��( ); ;n α β γ
��


	  ا�����ي ��* )ABC(  

       ( ) ( ); ; 5; 2; 4n ABα β γ ⊥ − −
����

��

)  و  ) ( ); ; 1;1;1n ACα β γ ⊥
����

��

  

 إذن       
0

0

n AB

n AC

 • =
 • =

����
��

����
��

 أي 
5 2 4 0

0

α β γ

α β γ

− − + =

 + + =

 أي 
( )5 2 4 0β λ β γ

α β γ

− − − − + =
 = − −

  

    إذن 
3 9 0β γ

α β γ

 + =

 = − −

 أي 
3

2

β γ

α γ

 = −

 =

 = 
)     و  )2 ; 3 ;n γ γ γ−
��

.   

)jOT أن  )2; 3;1v −
�

 ��������������  ((d) ;��ع '��9= �� �  ).(d)ا�k% ا���@�2 ا����1$ ا����

( )2; 3;1v −
�


	 أ*"� ا�����ي ��* )ABC) ، إذن   (d( 	
��* (ABC).   
 

)2-2 (3� 
   (ABC)���2ي ;�Eد�
 د��Sر��
     ( ); ;M x y z $�� ' �AM   إذا و ��C إذا آ�ن (ABC)   إ� v⊥

�����
0AM أي � v• =

�����
�.   

     � *	� ( )2; 1; 3AM x y z− − −
�����

) و  )2; 3;1v −
�

   : إذن ،
    ( ); ;M x y z '  $���)   إذا و ��C إذا آ�ن (ABC) إ� ) ( ) ( )2 2 3 1 3 0x y z− − − + − =  

2    أي  3 4 0x y z− + − =.   
    2 3 4 0x y z− + −    .(ABC)ه$ 
��د�� د*(�ر'�� ������ي  =
  

3( )3-1 (H 
) ه� ;�U7 ا�+�3 ) ( ) ( ){ }; 2 , ; 1 , ;2A B C− −  

• H(x;y;z)� '  �  :  '.�`  (d) إذنإO	ا�R�'\�    و إ���(ABC)$ إ�

                  

2 3 4 0

7 2

3

4

x y z

x t

y t

z t

 − + − = = − + = − = +

 أي 

( ) ( ) ( )2 7 2 3 3 4 4 0

7 2

3

4

t t t

x t

y t

z t

 − + − − + + − = = − + = − = +

  

  

                  أي 

1

7 2 5

3 3

4 5

t

x t

y t

z t

 = = − + = − = − = = + =

 = 
  .H (-5 ; -3 ;5 )   .و 

  
•  � *	�( )7; 4; 2HA −

����

 ، ( )2;2;2HB
����

 ، ( )8;5; 1HC −
����

 :إذن  
     2 2 0HA HB HC− − + =

���� ���� ���� �

)  ه$ 
%9- ا��������H �[ أن ،  ) ( ) ( ){ }; 2 , ; 1 , ;2A B C− −  

  
  

: 



      )3-2( )  
N2�+ا�� ( )1Γ  

• H��)  ه$ 
%9- ا��� ) ( ) ( ){ }; 2 , ; 1 , ;2A B C− 2 :إذن  − 2MA MB MC MH− − + = −
���� ���� ���� �����

 

• MB MC CM MB CB− = + =
���� ���� ���� ���� ����

 

0MH إذا و ��C إذا آ�ن 1Γ   إ�� ' ��$ Mإذن  CB− • =
����� ����

   ]� ��� ،( )1Γ يAه$ ا�����ي ا� 

BC و 2�L*H ا� ��� 
����

=� $�f�� ع�ه� ;� .  
 

)3-3(  
N2�+ا�� ( )2Γ     

H��)  ه$ 
%9- ا��� ) ( ) ( ){ }; 2 , ; 1 , ;2A B C− 2 :إذن  − 2MA MB MC MH− − + = −
���� ���� ���� �����

  

)   إ�� ' ��$ M: إذن  )2Γ C�� نإذا و�29 إذا آMH =
�����

) ، ��� �[ أن  )2Γ $ه$ ا�(%ة ا�� 


%آSه� H �ه%�J ^/� 29 و.  
   

  04ا������ 

                                   ا�+*ء ا(ول

1( ( ); ;n a b c
�����ي ه ��� $�f�� ع��; XJا�� �#� $� �( )P �������) و ;��ع '��9= � )∆2�L* يAا�  

I  	
) و *�� )P.  

( ) ( ); ;M x y z ∈ ∆   b��)* ( ); ;I I IIM x x y y z z− − −
����

) *�ازي  ); ;n a b c
��

 أي  *�9	 N	د 

 $���Ot  H�O IM t n=
����

��

، إذن 
I

I

I

x x ta

y y tb

z z tb

 − = − =
 − =

) أي  ).....

I

I

I

x x ta

y y tb

z z tb

 = +∗ = +
 = +

  

 ��)ا��� )∗ �������) 'K�@�' gL و���1� � )∆.   
  

2)(2-1 (H و I�  �
)����ن  IH،إذن ∆(
���

n *�ازي 
Z  nن ��

):  ;��ع '��9= �ـ��    إذن *�9	 N	د       ∆(

 $���O       k H�O IH k n=
���

��

.  

)  2-2( 
( )

IH k n

H P

 =
 ∈

���
��

 إدن 

0

H I

H I

H I

H H H

x x ka

y y kb

z z kb

ax by cz d

 = + = + = + + + + =

  

 = 
)     و  ) ( ) ( ) 0I I Ia x ka b y ka c z ka z d+ + + + + + =  

2      أي  2 2
0I I Iax ka by kb cz kc d+ + + + + + =  

)      أي  ) ( )2 2 2
I I Ik a b c ax by cz d+ + =− + + +  

       � *	�2 2 2
0a b c+ + ) Zن ≠ ) ( ); ; 0; 0; 0a b c  إذن ≠

( )
( )2 2 2

I I Iax by cz d
k

a b c

− + + +
=

+ +
  ز



)  2-3( 
( )
( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2

I I Iax by cz d
IH k n k a b c a b c

a b c

− + + +
= × = × + + = × + +

+ +

���
��  

   = 
            
2 2 2

I I Iax by cz d
IH

a b c

+ + +
=

+ +

���

.    

 

  ا�+*ء ا���-�                                           

)ا�����ي  )Q =د����

��س ��(%ة x - y + z - 11 = 0 ا�Aي  ( )S �هSآ%
) ا�Aي  )1; 1; 3Ω −.  

�(%ة �r/^ ا���%  )4�  ( )S ��� ���وي ا�����* Ω و ( )Q 	�� ، ولZء اSو ���&�` ����� ا�� ،:  

     
( )2 22

11
2 3

1 1 1

x y z
r

Ω Ω Ω− + −
= =

+ − +
.   

2( ( )1, 1;1n −
��

�����ي � $�f�� ع��; ( )Q.  

    ( ) ( ); ;M x y z ∈ ∆ b��)* ( )1; 1; 1M x y zΩ − + −
����

) *�ازي  )1; 1;1n −
��

  

 $���O د	N 	9�*  أي     t  H�O M t nΩ =
����

��

، إذن  أي 

1

1

3

x t

y t

z t

 − = + = −
 − =

 أي 

1

1

3

x t

y t

z t

 = + = − −
 = +

  

) '��VW ا�(%ة Tا� ��� ) 3 )S و ا�����ي ( )Q VW��' ���� $ن ه( )Q و ا������� ( )∆  

:  '.�` ا����� T    إذن إO	ا�R�ت

1

1

3

11 0

x t

y t

z t

x y z

 = + =− − = + − + − =

 أي 

( ) ( ) ( )

1

1

3

1 1 3 11 0

x t

y t

z t

t t t

 = + = − − = + + − − − + + − =

  

  أي 

1

1

3

2

x t

y t

z t

t

 = + = − − = + =

 أي 

3

3

5

x

y

z

 = = −
 =

) إذن  )3; 3; 5T −.   

  

  05ا������ 

1) (1-1 ( C� ا� �N���
M(x ; y ; z) H�O ء�ا�#" �
 z = 2يAه$ ا�����ي ا� ��� ��ا��$  *�% � 
 �\'��Rا	Oو  *�ازي ا�����ي (2 ; 0 ; 0)إ (xOy) ه� ا�����ي ،(EFH) .   

  
)   1-2  ( C� ��A ، Bو  F ��Y�#إذن 1 �#� ا� ،( ) ( ); ;M x y z ABF∈ b��)* x = 1.   


��د�� ا�����ي             ( )ABF $ه x = 1.   
 




���W��ن و�` ا������� (EFH) و (ABF)*�ن ا�����) 1-3   (  )EF(.   

                M(x ; y ; z) (ABF) (EFH) b��)*   
1

2

x

z

 =

 =

  

  

 2) (2-1 ( ،)2-2(  

• OA i=
���� �

) إذن  )1; 0; 0A.  

• 2OG OD DH HG i j k= + + = − + +
���� ���� ���� ���� �� �

) إذن  )1;1;2G −.  

• ( )1; 0;2E و ( )1;1;2F 1 إذن
1; ;2
2

P
    

. 

  
             

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 

  
  
  
  

)
��د�� ا�����ي ) 2-3     (APQ( 2)Lا� �
 0ax by cz d+ + +    ه$ أN	اد a , b , c ,d و =
                H�O �����O (a ; b ; c ) ≠ ( 0 ; 0 ; 0 ).  

 C� ا�              A(1 ; 0 ; 0 ) , P( 1 ; 1/2 ; 2), Q(0 ; 1/2 ; 0) ��N $�� ' (APQ) `�.' �\��Rا	Oإذن إ ،   

��د��                )APQأي ( :  

               

0

2 0
2

0
2

a d

b
a c d

b
d

 + = + + + =
 + =

2 إذن  0

2

a d

d d c d

b d

 = −− − + + =
 = −

 = 
 2

2

a d

b d

d
c

 = − = −
 =

  

  
  



�����) : (APQ)ي               ��	 
��د�� � ) ( )2 0
2

d
d x d y z d

 − + − + + =  
   

2                                                    أي  1 0
2

z
d x y
 − − + + =  

  

0d    ���أن  ) �mن  ≠ ) ( ); ; 0; 0; 0a b c ≠ = 
2 و  1 0
2

z
x y− − + + =  

2    أي  4 2 0x y z+ − − =.   
    2 4 2 0x y z+ − −    .(APQ) ه$ 
��د�� د*(�ر'�� ������ي =
  
3)  (3-1( ،)3-2 (  

      ( )G APQ∈ ت��Rا	Oإ  b��)* G د�� ا�����ي��
 `�.' ( )APQ.  
 � *	�       G(- 1 ; 1 ; 2) 2 و 4 2 2 0− + − − ) إذن ≠ )G APQ∉.   

  
4 (( )G APQ∉ إذن ا�����ي ( )APQ 2 ا��������L* T ( )AG ، A ة	�Oآ� ا��%�Lه$ ا� ��� ا��   

 ���    ( )APQ و ( )AG.  
 C� ا�    A ، P و Q ���������� ا��1�
� واO	ة T '�9	 أي ���� 
�L%آ� ��N X��� (AG) و (PQ) )  T

 2�L* ���
  ). �$ eن واO	(PQ) و(AG)*�9	 أي 

  

  06ا������  

1 (( )1;1; 3n −
��

�����ي ا�Aي 
��د��=� $�f�� ع��;   x + y - 3z + 4 = 0.   

  :    �Wح 

    ( ) ( ); ;M x y z D∈ �
E� ( )1; 2 ;SM x y z− +
����

)  �2ازي  )1;1; 3n −
��

  $���O د	N 	9�* أيk  

 H�O    SM k n=
����

��

 : إذن 

1

2

3

x k

y k

z k

 − = + =
 = −

  أي 

1

2

3

x k

y k

z k

 = + = − +
 = −

  

 V"�    1k t=  و ��	 +

1 2

2 1

3 3 3

x k t

y k t

z k t

 = + = + = − + = − +
 = − = − −

  

   .4ا�+2اب ا���اب ا�/.�- ه�  
  

   �XY ح�W:  
�N %&��SM إO	ا�R�ت ا�L��ع  
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)ا�L��ع ا���O	 ا�Aي *�ازي  )1;1; 3n −
��

SM  ه� ا�L��ع  
����

) : 4 �$ ا���اب  )1SM t n= +
����

��

.   

   
)اOn	ا�R�ت ) 2 ); ;x y z ��� �� H ا������� VW��' ( )D و ا�����ي ( )P `�.' :  
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1

3 3

3 4 0

x t

y t

z t

x y z

 = + = − + = − − + − + =
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( ) ( ) ( )
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2 1 3 3 3 4 0

x t

y t

z t

t t t

 = + = − + = − − + + − + − − − + =

  

      إذن 

2

1

3 3

14

11

x t

y t

z t

t

 = + = − + = − − = −
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 = = −
 =

  

    .4ا�+2اب ا���اب ا�/.�- ه�  
  

) و ا�����ي Sا������ ��� ا� ��� ) 3 )P $ه  :
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1 2 3 0 4

1 1 3

− − × +

+ + −
3 أي 
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     .2ا�+2اب ا���اب ا�/.�- ه�     
  
) و Sا������ ��� ) 4 )P  ا�����ي VW��' ا�(%ة ،إذن %�J ^/� �
 %/Jأ ( )P ة%Iا	و ا�(%ة ه$ ا� 

�   S :  ه$ ا����C ا����دي  �ـ H    ) H ا��$ 
%آSه� �N ( )P(    �ه%�J ^/� و 
2

2 3
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 = −   
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3
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  07ا������  

��%�V (EG)  و (HF)ا���%ان) 1 � EFGH ان	
���
.  

	 ا�����ي (EA) ا�������    ��* )EFH ( )إذنEAا������� ( 	
��* (HF) $� ا��.��اة )EFH (.  

	 ا�Aي (HF) ا�������   ��* )EG)و (EAا�����ي ، ( 	
��* )AEG ) (ا�����ي) AEG ( 2�L*  

   )(EA)و (EG)    ا��������� 

   (HF)  ت ا�����ي������

	  آ2 ��* )AEG( ص�/o��� ) وHF(	
��*  )AG(.  
  
 2 (  

  (2-1)  ( ) 2 2 2
0EA AF EA AE EF EA EA EF a a• = • + = − + • = − + =−

���� ���� ���� ���� �������� ����

  

Z EAن            
����

EF و 
����


	ان ���
.   

          ( ) 2 2
0AB AF AB AE EF EA a• = • + = + =

���� ���� ���� ���� ����

  

          BC
����


	 ا�����ي ��* AEF)( إذن BC
����

 	
��*AF
����

 = 
0BC و  AF• =
��������

.   
  

) 2-2( ( ) ( ) 2 2
0 0EC AF EA AB BC AF AE EF a a• = + + = • + = − + + =

���� ���� ���� ������ �������� ���� ����

  

EC          إذن 
����

AF و 
����


	ان ���
 .  
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 1 (( )1 1 1 1; ;A X Y Z  �
 ����( )1D إذن 
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= −
 = − +
 = − +

  

     ( )2 2 2 2; ;A X Y Z�
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1إO	ا�R�ت ا�L��ع  2A A
uuuuur

 ه$ 
2 1

2 1

1 2

3 4 6
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α β
α β
α β

− = − + −
 − = − +
 − = − +

  

 ( )1 4;1;1u −
uur

 �������) ه� ;��ع '��9= � )1D  

 ( )2 6;1;2u −
uur

�������) ه� ;��ع '��9= � )2D.  



)���� ا���  )1 2A A 	
��* ( )1D و( )2D ن�إذا آ C�� 1 إذا و 2 1

1 2 2
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A A u

A A u

 • =


• =

uuuuur uur

uuuuur uur  

                                                                    أي 
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27 41 27

α β
α β
− =

 − =
 و ��	 

1

0

α
β

=
 =

  

) ��� �[ أن  )1 1; 1;0A − − ، ( )1 0;1;2A إذن ( )1 2 1;2;2A A
uuuuur
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) ا�������  )∆ 	
) ا�Aي *�� )1D و ( )2D و ا������� ( )1 2A A ��� ��� %�* يAا� ( )1 1; 1;0A −    و ;��ع−

 =\�9�' ( )1 2 1;2;2A A
uuuuur

.   

 ���� ( ); ;M x y z ا�������  �
� ا�#"�ء ' ��$ إ� ( )∆ �
E�  1 1 2A M t A A=
uuuuur uuuuur
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x t

y t
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 + =
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y t
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= − +
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x t

y t

z t

= − +
 = − +
 =

 �������)  ه� '�@�2 و$��1 �   . ا�����ب∆(


���� ��� ا��������� ) 2  %/Jا( )1D و ( )2D $2 ه 2 2
1 2 1 2 2 3A A = + + =

uuuuur
.  
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1(  H���2BD	  J C :�BCD $� �Iا��@  . ���1���ل 
&%ه � �����pرس=

 H���3FD	  J B :�FBD $� �I    ا��@   . ���1���ل 
&%ه � �����pرس=

3BH ��	 � #� ا�(�#�� أن  =.   

  

2(   $���OF.�? ا��	اء ا�� OH•
uuur uuuur

 ���#��o
 ����*%�� :  



• ( ) ( )1 1 1

4 4 4
OF OH DF BH DB BF BH DB BH BF BH• = • = + • = • + •
uuur uuuur uuur uuuur uuur uuur uuuur uuur uuuur uuur uuuur

( )2 21 1

4 4
OF OH DB BF• = − + = −
uuur uuuur

.  

•  3
cos cos

4
OF OH OF OH α α• = × × =
uuur uuuur

 .  

 � �[ أن ��
3 1

cos
4 4

α = 1 أي  −
cos

3
α =   .109o   ≈α و ا�.�1&� '��� �  −

�FD&ّ�� أن  )3
uuur


� ا�����ي  ��N��; 	
��* ( )EGB:   

�FD&ّ�� أن  •
uuur

 	
��*  GE
uuur

 : 

( )FD GE FG GH HD GE FG GE GH GE HD GE• = + + • = • + • + •
uuur uuur uuur uuuur uuuur uuur uuur uuur uuuur uuur uuuur uuur

 إذن 
2 2 0 0FD GE FG GH• = − + + =

uuur uuur
.  

�FD.�? � #� ا�(�#��  • GB•
uuur uuur

0FD و ��	  GB• =
uuur uuur

.  

) ��� �[ أن ا�������  )FDا�� 	
)���ي  *�� )EGB.   

4 ( ( )1;1; 1FD − −
uuur

�����ي� $�f�� ع��;  ( )EGB إذن ( )EGB2)Lا� �

��د�� د*(�ر'��  2&�*  

0x y z d− + − + ) ا� ���  ���أن . = )1;0;0B ا�����ي' ��$ إ �� ( )EGB نm� 1d =   . 

���1 �[ أن   0x y z− + − + 
��د�� د*(�ر'�� ������ي= ( )EGB .  

1  ا������ ��� ا� ��� )5 1 1
; ;

2 2 2
O
 
 
 

)   و ا�����ي )EGB $ه : 
( ) ( )2 22
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1

32 2 2
61 1 1

− + − +
=

− + + −
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