
   و ا���

� ا��
اد ا���آ��
                         

  ���ر��                          

  

  01ا������  


� 	��د�� 	� ا��ر��  ��
��� 	����-أ��ال   ���ب-ا�����    -ا��� .   
  

�� #� '& 	����� ا%��اد ا���آ#� ا����د� �� ا"!� �� :  
 ( ) ( ) ( )3 24 7 4 0.......z i z i z I− + + + − )  و = ) ( )2 3 4 0.......z i z II− + + =.   

)�, ا����د��  )1 )II.   

) �2 ��1��د�� 01ّ�� أن  )2 )I �0� 5 �3�4 آ�) و أ )I,3671 ا�� ( )( )22 0z az bz c− + + = ،a و b      

4�9:���! ;1�cو     �����  . أ��اد �
)�, ا����د��  )3 )I . &���1z ، 2z 3 وz ��1� د���1 ��1ل ه<= ا��� 2 3z z z< <.   
4(  A�  .3z و 1z ، 2z ه& �71 ا� �!�; Bّ�ر C وA ،Bا�:

) ��G �1��1ّ�� ا����� ) 4-1( ) ( ) ( ){ };1 , ; 2 , ; 1A B C− −.  

  .GC و GA ،GBا��; ) 4-2(

)�ّ�� ا������� ) 4-3( )Γ A�:1� M D�� ا��� �ي �	2 2 2 17
2

2
MA MB MC− − = −.  

  

  02ا������  

���  -ا�36, ا��#�ي  ��1���14 و ا����ة -  	����� � &G�:9ا� ���H ا�  .  
  

) إ� 7	�J1 	 ��	� و 	 ���I  �ي 	:��ب �ا��  ); ,O i j
� �

 .  &���M ;رة ا���د ا���آ�B z.   

�  ��
3

'
2

z
z

z i

−
=

−
z D�� 2z 	� أ�, آ,  i≠.   

  . �513L 71 ا��#�ي z'اآ ; ا���د ا���آ; )1
)�ّ�� ا������� ) 2 )D A�:1� M�34 D�M0   ن'z ������ .  
)�ّ�� ا�������  )3 )Γ A�:1� M  �34ن D�M0 'z �'�B ��1�N! . O6�)أ )D و ( )Γ.  
4 ( &���A رة�B 3 و B رة�B 2i . ��G�:ه ��''z و ( )'Arg z و &��
� ��� ا��Pال ا� Q : Gو ا   

D��
� ��� ا��Pال ا�   .  
  
  
  
  
  
  
  
  



  03ا������  

  .  ا�36, ا%G& -��اد ا���آ#�  ا��  ����ت ا���G�:9 و ا% 

�� #� ا��  ��� �� ا���د4 ��   ( )nU و ( )nV D�� 1

2

n

nU
 =   

  و
3

nV n
π

=.  

 &��� nM �9 ��S & ا� ���nz D�� iVn ا�:
n nz U e=.   

1 ( ����#�nz ا� & 	� أ�91� �nّ�� ا%��اد ا� ∈ �.  

 2 ( I�)ا��� �ي ا���آ; 	:��ب إ� 7	�J1 	 ��	� و 	 �� ); ,O i j
� �

  ).4cm: ا����ة  ( 

Tا��� ��ّ� A�  .4M و 0M,1M,2M,3M ا�:
 3 ( D1
1nا��; أ��ال أ2Vع ا�� nOM M + ��S�0 nU . D1
  .	� ه& �#��� ه<ا ا��

�� #� ا��  ���� )4 ( )nα1:  ا����'� 0ـn n nz zα += )0ّ�� أن  .− )nα �ه�� ��ّ� ،��G�:ه ����  	 

�9G�Gا��; . ا%ول و أ( )lim n
n

a
→+∞

  

  
  

  04ا������    

  �
��
   ا� ���H ا�G�:9&– ا��وران – 	 �ازي أ2Vع  - ا�36, ا%G& –	��د�� 	� ا��ر�� ا�

:  �ـ 
z a

z b

−

−
 و 

z a
Arg

z b

−    −
.  

  
  ا�#"ء ا�ول                                 

�� #� '& 	����� ا%��اد ا���آ#� ا����د��   :( )3 22 16 0.......z z I+ − =.  

) �2 ��1��د�� 02ّ�� أن ) 1  )I �0� 5 �3�4 آ�) و أ )I,3671 ا�� ( )( )22 0z az bz c− + + = ،a و b 

4�9:���! ;1�cو �����  . أ��اد �
)اQ : G ��1ل ا����د�� )2      )I ,3671 ا�� JZ 71 ا�36, ا��#�ي�  &G%ا.  

  ا�#"ء ا�%��$                                    
I�)ا��� �ي ا���آ; 	]ود 0����J1 ا�� ��	� و ا�� �� ); ,O i j

� �

.  

1( A�2ذات ا��1ا�T، �71 ا� �!�;، Dو J1ّ�A ،B ا�: 2Az i= − 2Bz و− 2 و= 2Dz i= − +.  

2( ���� Mzا��; ا��2�:1� M D�� ABMDازي� 	2ع Vأ  . ���  .J1ّ�M ا�:

3( E رة�B &ه M =[آ�	وران ا�<ي ���0 B 5 4و زاو 
2

π
 0���وران ا�<ي M ه& �Bرة F ؛ −

 و زاوD 5 4	�آ]= 
2

π.  

)   3-1 ( ���� Ezا��; ا��2�:1� E ���� Fz و ا��2�:1� F.  
)   3-2 (J1ّ�Eو F.  

Fاآ ; )4 A

E A

z z

z z

−

−
 D1
1
& و اQ : G �#��� ا��
  .AEF �71 ا�36, ا��

5 (I _` :	 &ه [ ]EF .رة ا��B ��ّ� D1
�EBA =[آ�	وران ا�<ي ���0 I 5 4و زاو 
2

π
−.  

  
  



  05ا������   
��M�ب   Sآ&  -ا�M & -  ا��وران  -  ا���ر0 ���#�  .  
  

I�)ا��� �ي ا���آ; 	]ود 0����J1 ا�� ��	� و ا�� �� ); ,O i j
� �

.  

# �� � A�ا� & ��ا��9� A ، B، C, P ا�:
3
6

2
Az i= +،3

6
2

Bz i= −،13
4

Cz i= − −،3 2Pz i= uا� �!�;  و ا�6��ع  �71 +
  ا�<ي�

5ا�� 5ل
1
2

uz i= − +�.  

�� �ّ�� ا��2 )1Qz ���:1� Q رة�B B 5���L ب ا�<ي�M��S�0 u
�

.   

2(  ���� �Rzّ�� ا��2�:1� R رة�B P  =[آ�	آ& ا�<ي �M ��0C 5 #��1 و 

3
− .   

3(  ���� �Szّ�� ا��2�:1� S رة�B P  =[آ�	وران ا�<ي ���0A 5 #�� و 
2

π
− .   

4( A�  .S  وP ، Q، R  أ�O6 ا�:
 . 	 �ازي أ2Vع �0PQRSه� أن  )5

Rا��;  )6 Q

P Q

z z

z z

−

−
  ..PQRSاQ : G �#��� 	 �ازي ا%2Vع  . 

7(  A��IH دا�dة S  و0P ، Q، Rّ�� أن ا�: 71� e�! ( )Γ �آ]ه�	1; !���� �4 ،Ω�ه��f _`� r و 
8(  J��)0ّ�� أن ا���  )AP ة�dا��ا I�4 ( )Γ.   

  
  

   06ا������   
��	�� -  ا� 6�50 ا��#��L  -  �#��� ر0��&  -ا�36, ا%G& و ا�36, ا��#�ي    GSا  .  
  
 I�)ا��� �ي ا���آ; 	]ود 0����J1 ا�� ��	� و ا�� �� ); ,O i j

� �

.  

 A��� #� ا�: , , ,A B C D �9�1a ا� & ��ا� =،3
i

b e

π

= ،3 3

2 2
c i= 6  و +

3

2

i
d e

π
−

=.   

  . �71 ا�36, ا��#�يd �71 ا�36, ا%G&  و cاآ ;  )1
 . 	��� 0OACBّ�� أن ا��0��&  )2
3(  A�,0ّ�� أن ا�: ,D A Cوا��ة �	�� G71 ا� . 

 .C إ�A 7 ا�<ي M4ّ�ل s �1 6�50 ا��#�k�L و ا�:�#� �αّ�� ا�]او�4  )4
  &���Fرة�B D و G  رة�B C 50�6 ��0 s . A���	� وا��ة G و0F،Cّ�� أن ا�: G71 ا� .  
   
  
  
  
  
  
  
  
  



  07ا������     

 �L�#50 ا��� �ي ا���ا� 6.  
  
  I�)ا��� �ي ا���آ; 	]ود 0����J1 ا�� ��	� و ا�� �� ); ,O i j

� �

.  

 �L�#	 50�6! ���4 5���0sّ�� ا�� 9� A و��� M4ّ�ل ا�:�S & 1 ا�Az i= + ���� 9�B إ�7 ا�:�S & ا�   
 4Bz i= و  �����  M4Bّ�ل ا�:�� 9�Cإ�7 ا�:�S & 4 ا� 6Cz i= − +.  

 �L�#50 ا���ا���ّ�]ة �9<ا ا� 6 �B�:�ا� ��ّ� s.  
  
  
  

  08ا������ 
  

 ��� ��& Zh#�ت �� ,4�M! _�i�! .  
1
�ت ا�� ��ABC ��4 ا��
D1 ا�H�3&   نرسم خارج 
   ا��

  QAC ،  PCB، RBA ا%2Vع 
�, ه&، �71 ا� �!�;، 
  .I ،J ،K  ا� & 	�اآ]ه� ا�

1
�ت  
�, ABC ،PQR،IJK    �0ه� ان ��1
�IH 	�آ] ا� .  
  
  
   
  
  
  
  

  09ا������ 

�#	 50�6 � &1�1M ا�36, ا� �L.  
I�)ا��� �ي ا���آ; 	]ود 0����J1 ا�� ��	� و ا�� �� ); ,O i j

� �

.  

 &��� s ���� ,30 T'�4 ا�<ي &��) ا� 4�M, ا�: );M x y ���) ا�: )' '; 'M x y D��   

               
' 2

' 1

x x y

y x y

= − − +
 = − −

  

1(  ���� z'�ّ�� ا��2�:1� 'M ���� ��S�0 z ا��2�:1� M.   
  .�sّ�� ا��:��B ا���ّ�]ة �1 6�50  . ه� !6� 50	#�0s�Lّ�� أن  )2
3( g ���� ,30 T'�4 ا�<ي &��  �G�1��1 	� ا��� �ي  ا�����M ه� ا� 4�M, ا�:

      ( ) ( ) ( ){ };1 , ';1 , '';1M M M D�� ( )'M s M= و ( )'' 'M s M=.   

)     3-1 ( ��S�0 ;ا�� z ���� z'' ا��2�:1� ''M ���� Gz  و ا��2�:1� G.  
   .g �5ّ�� 	�آ] ا� 6�0 . ه� !6� 50	#�0g�Lّ�� أن  )3-2     (

)      3-3 ( ����� ا�:�S ��ّ�0M D�� ( )0g M O=.   

  A�) ،  0M              أ�O6 ا�: )0 0'M s M= ،( )0 0'' 'M s M=[و ا���آ Ω50�6 1� s.     

  
  

. 



                                                                   

  .-,ل                                                       
  01ا������  
).0 ا��/�د��  )1  )II  

 :���ب ا����]  •
      8 6i∆ = − +  

����� ا��<ر�4 ا� ��0���� �ـ • :∆:  
            iα β+ &��0�! ـ �<ر�: ∆ O'�34 ( ) ( )8 6 ....i iα β+ = − + ∗  

              ( )∗ O'�3! 
2 2 8

2 6

α β

αβ

 − = −
 =

  

s�S           8 أن  6i iα β+ = − +) ;��( 2، إذن )∗( 2 10α β+ =  

              ( )∗  >d�:� O'�3! 

2 2

2 2

8

10

2 6

α β

α β

αβ

 − = − + =
 =

 أي 

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2

18

3

α β α β

α β α β

αβ

 + + − = + − − =
 =

  

 إذن                   

2

2

2 2

2 18

3

α

β

αβ

 = =
 =

     أي

2

2

1

9

3

α

β

αβ

 = =
 =

  

  

    2 1α =  O'�34 1α = 1α  أو− 2  و = 9β =  O'�34 3β = 3β  أو− =  

3αβ  و �0�أن    'tن =
1

3

α

β

 = −

 = −

 أو 
1

3

α

β

 =

 =

.  

1 ه�� ∆:  ا��<ران ا� ��0���ن �ـ 3i− 1 و − 3i+ز   
•  [��	( )IIه�  :( )21 3i∆ = �M, ا����د�� . +( )II�4ا��<ر ���2:  و  2i+ 1 و i− . 

  
 2 (( ) ( )3 21 4 1 7 1 4 0i i− + × + + × − )�, ��1��د�� 1إذن  إذن = )I.  

): �, �ـ1  �0�أن      ) ( ) ( )3 24 7 4 0P z z i z i z= − + + + − = ,�1M! �3�4 5�t' ( )P z : 

( ) ( )( )21P z z az bz c= − + +  

) و ) ( )3 24 7 4z i z i z− + + + − =( )( )22z az bz c− + + �u434 ; أ:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 2 3 24 7 4 ......z i z i z az b a z c b z c− + + + − = + − + − − ∗ .  

)ة  !�3ن ا����وا �� 	� أ�, آ, ��د 	�آ; ∗(�M	 z ن�إذا آ A�  : إذا و '



  

1

4

7

4

a

b a i

c b i

c

 = − = − −

 − = +− = −

 أي 

1

3

4

a

b i

c

 = = − −
 =

    ( )I  >d�:� ; 3!( ) ( )21 3 4 0z z i z − − + + =  
.  

).0 ا��/�د�� ) 3 )I  

 ( ) ( )21 3 4 0z z i z − − + + =  
  O'�3! 1z )  أو= )2 3 4 0z i z− + + =.   

  ( )2 3 4 0z i z− + + )ه& ا����د�� = )II��)، ��1ل   ا���0 )I 2 ه& إذن 2i+،1 i− 1و.  

  �:4��2 2 8i+ =، 1 2i− =،1 1 إذن =1 2 2 1i i− − < + �� : Q أن > ،  
 1 1z = ،2 1z i= −،3 2 2z i= +.  
  

4(  eu�1 1Az z= = ، 2 1Bz z i= = −، 3 2 2Cz z i= = +. 
)4-1 ( ����!G:   

 &���       Gz ���S G ، 
2 3

2 2

A B C
G

z z z
z

− −
= =

−
.  

  :��GA،GB،GC�ب )4-2(

        1

2
A GGA z z= − =،5

2
B GGB z z= − =،17

2
B GGC z z= − =.  

)!���� ا������� ) 4-3( )Γ:  

              ( )M ∈ Γ  O'�3! 
2 2 2 17
2

2
MA MB MC− − = −
���� ���� ����

  

)               أي  ) ( ) ( )
2 2 2 17
2

2
MG GA MG GB MG GC+ − + − + = −

�������� ���� ���� ���� ����

  

)               أي  )
22 2 2 17

2 2 2 2
2

MG GA GB GC MG GA GB GC− + − − + − − = −
���� �������� ���� ���� ����� ���� ����

  

                    G �1ا��� ���	ه&  ( ) ( ) ( ){ };1 , ; 2 , ; 1A B C− 2 إذن − 0GA GB GC− − =
���� ���� ���� �

.  

)                إذن  )M ∈ Γ  O'�3! 
22 2 2 17

2 2
2

MG GA GB GC− + − − = −
�������� ���� ����

  

                 أي 
2 1 10 17 17

2
4 4 4 2

MG− + − − = −
����

1MGإذن ) ) 2-4(��; ا��Pال  ( =.   

                ( )Γ �آ]ه�	ة ا� & �d3 ه& ا��ا
; 0
2

G
    

��ه� f _`�  إذن 	��د� 9� ، 1 و 

                 
2

23
1

2
x y

  − + =  
.   

  
  
  
  
  
  
  



  02ا������  

   �-: 89-7 ا�#��يz'آ���6 ) 1  
 ( );x y  ��Zإ��اM إذن z x iy= +.  

 
( )

( )[ ] ( )[ ]

( )

( )

( )

2 2

2 22 2

3 2 3 2 2 3 63
'

2 2 2

x iy x i y x y x y i x yx iy
z

x i y x y x y

− + − − + − − + + −− +
= = =

+ − + − + −
  

أي 
( ) ( )

2 2

2 22 2

3 2 2 3 6
'

2 2

x y x y x y
z i

x y x y

+ − − + −
= +

+ − + −
  

  
)ا��#�,�� ) 2 )D  

��� إذا و '�A إذا آ�نz'�34ن  ��� 
( )22

2 3 6
0

2

x y

x y

+ −
=

+ −
  أي 

( )22

2 3 6 0

2 0

x y

x y

 + − =
 + − ≠

  

 أي 
( ) ( )

2 3 6 0

; 0;2

x y

x y

 + − =
 ≠

.   

2 ا��� ��J ا�<ي 	��د� 5  3 6 0x y+ − = ���� e	�Mر ا��HاB, '& ا�:�4 ( )3; 0A ;�!ر ا� �ا�M	 و 
 ���)'& ا�: )0;2B.  

( )D J��) ه� ا���  )AB ����B ا��:��ص 0��:�S & ا�  �2 9i .  
  
)ا��#�,�� ) 3  )Γ  

 إذا و '�A إذا آ�ن!�1�N� '�B� z'�34ن 
( )

2 2

22

3 2
0

2

x y x y

x y

+ − −
=

+ −
 أي 

( )

2 2

22

3 2 0

2 0

x y x y

x y

 + − − =
 + − ≠

  

أي 
( ) ( )

2 2 3 2 0

; 0;2

x y x y

x y

 + − − =
 ≠

 إذن 
( )

( ) ( )

2
23 13
1

2 14

; 0;2

x y

x y

   − + − =   
 ≠

  

  ( )Γ �آ]ه�	ة ا� & �d3 ه& ا��ا
;1
2

 Ω   
��ه�f _`�13 و 

14
 ���:��0 �B��:	 B �9 ��S & 2 ا�i.  

)( )Γ�f & ة ا��dه& ا��ا �ه�[ ]AB ���  ).B 	���ا ا�:
 
) و z': ا��<=>� ا���

$ �ـ) 4 )'Arg z  

    M،A و B ّ�ر  ه& �71 ا�B ;�!�z، 3 2 وi ���S ؛ إذن AM
�����

3z ه&  − ���S و BM
����

   ه&
    2z i− . Q : ��:  

• '
AM

z
BM

= 

• ( )
( )

( ) ( )
3

' 3 2
2

z
Arg z Arg Arg z Argz z i

z i

 −  = = − − −   − 
  إذن

( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ; ; ; ;Arg z i AM i BM BM AM MB MA= − = =
����� ����� �������� ���� ����� �

  

  
  



 
��� إذا و '�A إذا آ�نz'�34ن  : )1ا
����ج ��>#� ا�=@ال   ��� ( )'Arg z kπ= et k ∈    أي �

                                     ( );MB MA kπ=
��������

k و  ∈ ) !: �& إ�7 ا��� ��M J   إذن ؛� )AB  

                                            ���  .B ا��:��ص 0��:
   

) إذا و '�A إذا آ�ن!�1�N� '�B� z'�34ن   :)�2 ا�=@ال ا
����ج ��># )'
2

Arg z k
π

k و = ∈     أي�

                                         ( );
2

MB MA k
π

=
��������

k و  ∈ ��ه� !: �& إ�M 7 ؛ إذن�f & ة ا��dا��ا[ ]AB   

                                           ���   ).B	���ا ا�:
 

   03ا������  
n ،1 	� أ�, آ, ��د �#��& 

2

n

nU
 =   

 و 
3

nV n
π

) و = )cos siniVn
n n n n nz U e U V i V= = + 

1أي 
cos sin

2 3 3

n

n
n n

z i
π π     = +      

.  

  

1 (nz ∈ sinإذا و '�A إذا آ�ن  � 0
3

nπ
3 أي =

n
k

k

π
π

 =
 ∈

�

 أي 
3n k

k

 =

 ∈

�
  

nz إذن  ∈ �  O'�34 n _��u	 3.  
  
 2 ( ���S0M &0 ه 1z =.   

       ���S1M &1 ه
1 1 3
cos sin

2 3 3 4 4
z i i

π π = + = +  
.   

 ���S     2M &ه 
2

2
1 2 2 1 3
cos sin

2 3 3 8 8
z i i

π π     = + = − +       
.   

        ���S3M &ه ( )
3

3
1 1
cos sin

2 8
z iπ π

 = + = −  
  

       ���S4M &ه 
4

4
1 4 4 1 3
cos sin

2 3 3 32 32
z i i

π π     = + = − +       
.   

  
3 (  

• n n nOM z u= 1 و= 1 1
1

2
n n n nOM z U U+ + += = = 

• 1
1 1 1

iV iVn n
n n n n n nM M z z U e U e+

+ + += − = − 

e	   1
1

2
n nU U+ 1 و=

3
n nV V

π
+ = 3 إذن +

1
1

2

i Vn iVn
n n n nM M U e U e

π  +   
+ = −  



3 3
1

1 1
1 1

2 2

i i
iV iVn n

n n n nM M U e e U e e

π π
− −

+

  = − = × × −   
  

 

                3
1

1
1

2

i

n n nM M U e

π
−

+ = 1iVne %ن − =  

3               �0�أن 
1 1 3 3

1 cos sin 1
2 2 3 3 4 4

i
e i i

π
π π−  − = + − = − +  

  

t'              1ن 
9 3

16 16
n n nM M U+ = 1 أي +

3

2
n n nM M U+ =  

  
2�s�2 أن  • 2 2

1 1n n n nOM OM M M+ += 1n، إذن + nOM M + &' Jd�f D1
	 1nM +. 

  
n،1n 	� أ�, آ, ��د �#��& )4 n nz zα += −. 

  1n n nM Mα 3 إذن =+

2
n nUα =.   

1 �0�أن  1
3 1 3 1

2 2 2 2
n n n nU Uα α+ += = × ) tZن = )nα�9G�Gأ ��G�:ه ����  	1 

2
 و ��ه� 

0ا%ول 0
3 3

2 2
Uα = =.   

1ا%G�س

2
[ 4: �& إ�7  ) إذن −1;1] )lim 0n

n
a

→+∞
=.   

  
  

  04ا������  

                                   ا�#"ء ا�ول  
1( ( )3 22 2 2 16 0+ − ) �, ��1��د��2 إذن = )I.  

):  �, �ـ2  �0�أن  )
3 22 16P z z z= + −! �3�4 5�t'  ,�1M( )P z : 
( ) ( )( )22P z z az bz c= − + +  

3  و  22 16z z= + − =( )( )22z az bz c− + + �u434 ; أ :  

( ) ( ) ( )
3 2 3 22 1 2 2 2 ......z z az b a z c b z c+ − = + − + − − ∗ .  

) !�3ن ا����واة  �� 	� أ�, آ, ��د 	�آ; ∗(�M	 z ن�إذا آ A�  : إذا و '

  

1

2 2

2 0

2 16

a

b a

c b

c

 = − =

 − =− = −

 أي 

1

4

8

a

b

c

 = =
 =

    ( )I  >d�:� ; 3!( )( )22 4 8 0z z z− + + =.  

  
  



2 (  
)�, ا����د�� )    أ )I  

   ( )( )22 4 8 0z z z− + + = O'�3! 2z 2 أو = 4 8 0z z+ + =.   

 [��	 2 4 8z z+ ∆16 ه� + = ∆24i أي − 2ا����د��  . = 4 8 0z z+ + = ��1� ,#�! 2 2i−    و+
2 2i− −.  

) ا����د��  )I �1ل� �Z2Z ,#�! : : 2 ; 2 2i− +;2 2i− −.   
  ا�36, أ%G&) ب

• 22 2 ie π= 
• 2 2 2 2i− + = 

   
1 1 2 2

2 2 2 2 2 2
2 22 2

i i i
    − + = − + = − +      

) إذن  ) [ ]
3

2 2 2
4

Arg i
π
π− + ≡  

            
3

42 2 2 2
i

i e

π

− + =.   

• 2 2 2 2i− − = 

     1 1 2 2
2 2 2 2 2 2

2 22 2
i i i

    − − = − − = − −      
) إذن  ) [ ]

5
2 2 2

4
Arg i

π
π− − ≡  

             
5

42 2 2 2
i

i e

π

− + =  

  ا�#"ء ا�%��$
  

AB 	 �ازي أ2Vع 34�ABMD O') 2و  )1 DM=
���� �����

M أي  D B Az z z z− =    أي−
     ( ) ( )2 2 2 2 2Mz i i= − + + − − 2 إذن − 4Mz i= +.  

  
  
  
  
   
   
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



 3) (3-1(  

• E رة�B &ه M =[آ�	وران ا�<ي ���0 B 5 4و زاو 
2

π
 إذن −

( )2
i

E B M Bz z e z z

π
−

− = ) أي − )2 2 4 2Ez i i= − + 6Ez أي − =. 

• F رة�B &ه M =[آ�	وران ا�<ي ���0 D 5 4و زاو 
2

π إذن ( )2
i

F D M Dz z e z z

π

− = − 

)أي  )2 2 2 4 2 2Fz i i i i= − + + + + 4 أي − 6Fz i= − +. 
)3-2 (T0�ا�36, ا�� �x�  ا

4( ( )8 24 6 2 2 2 8

6 2 2 8 2 8 2

F A

E A

z z i ii i i
i

z z i i i

− +− + + + − +
= = = =

− + + + +
  

)  إذن  )F A E Az z i z z− = ) أي − )2
i

F A E Az z e z z

π

− =   E ه& �Bرة F و ه<ا 4#ّ�� أن −

 و زاوA 5 4 0���وران ا�<ي 	�آ]= 
2

π D1
�� : Q أن ا�� ،AEF &' Jd�f A��f�ا�� I4��  . و 	 

  5 ( D1
IF و 	 ��I4 ا�����f ، إذن f A�AEF &' Jdا�� IE IA=  و =

( ) ( ) [ ], , 2
2

IA IF IE IA
π
π≡ ≡ −

��� ������ ���

  

 &��� r =[آ�	ا��وران ا�<ي  I 5 4و زاو 
2

π
− �:4�� ،( )r A F= و ( )r E A=.   

 ���SI &ه ( )
1

2
I E Fz z z= 1 أي + 3Iz i= +.   

 ����� r 0���وران �BBرة ا�:�� 9� B' ه& ا�:�S & ا� 'Bz�  D�( )2
'

i

B I B Iz z e z z

π
−

− = −  

)أي  )' 1 3 2 1 3 2 3Bz i i i i= + − − − = − ' أي + 2 3Bz i= − +.  
)إذن  )r B D= .  D1
   .ADF ه& ا��
r D1 0���وران �BEBAرة ا��

  
  

  05ا������ 

Q رة�B &ه B 5���L ب ا�<ي�M��S�0 u
� ،5:	 BQ u=

����
4��5:� إذن  . �

1
2

Q Bz z i− = − +  

3  أي  5
6 1

2 2
Qz i i= − − 1 أي + 7

2 2
Qz i= −.   

  

2 (R رة�B &ه P =[آ�	آ& ا�<ي �M ��0 C 5 #��1 و 

3
− 5:	 ،1

3
CR CP= −
���� ����

 .  �:4��

)إذن )
1

3
R C P Cz z z z− = − 1 أي  − 1 1

3 3 2 3
4 3 4

Rz i i i
 + + = − + + +   

5Rz  أي i= −  

  

3 (S رة�B &هP =[آ�	وران ا�<ي ���0 A 5 4و زاو 
2

π
− 5:	 ،( )2

i

S A P Az z e z z

π
−

− = −  

3  أي  3
6 3 2 6

2 2
Sz i i i i

 = + − + − −   
5 أي  9

2 2
Sz i= − +.   

  



4 ( A�  S وP،  Q، Rإ�6�ء ا�:
     

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 5 ( ���SSP
���

)  ه&  )
5 9 11 5

3 2
2 2 2 2

P Sz z i i i
 − = + − − + = −  

  

    ���S RQ
����

) ه&  )
1 7 11 5

5
2 2 2 2

Q Rz z i i i
 − = − − − − = −  

  

SP إذن  RQ=
��� ����

�� : Q أن  ،PQRS 2عVازي أ� 	 .  
  

 6 (

5 111 7 11 5
5

2 22 2 2 2
1 7 5 11 5 11

3 2
2 2 2 2 2 2

R Q

P Q

i ii i iz z
i

z z i i i i

  +− − − + − +  −  
= = = =

− + − + + +
  

) إذن  )R Q P Qz z i z z− = ) و 	:5 − )2
i

R Q P Qz z e z z

π

− = �� : Q أن− ،  

 R رة�B &ه P =[آ�	وران ا�<ي ���0 Q 5 4و زاو
2

π.  

�� : Q أن  PQRS e0�	.  



  
7 ( A�) ه& رؤوس 	�e0، إذن !: �& إ�7 دا�dة S  وP ، Q، Rا�: )Γ _` :ا�� �آ]ه�	 Ω ����1� 

[ ]PR �ه��f _`�   .PΩ و 

 ( )
1 1

1
2 2

P Rz z z iΩ = + = − 3  و + 1
4 73
2 2

PP z z iΩΩ = − = + =  

 ( )Γ �آ]ه�	ة ا� & �dه& ا��ا Ω �ه��f _`�1 و 
73

2
.   

8 (���S AP
����

3ه& 
4

2
P Az z i− = �� و −�S &8 ه 3P Rz z i− = +.   

AP   إ��ا�Z�ت 
����

RP و 
����

3 ه& 
; 4
2

  −   
) و  )8;   �71 ا� �!�; و 	:5 3

( )
3
8 4 3 0

2
AP RP• = × + − × =
���� ����

AP إذن 
����

RP و 
����

  , 	 ��	�ان

 J��)ا���  )AP ���] 4��	� ا� ]RP &' P 5:	 و ( )AP ة�dس ��1ا��	 ( )Γ ���  .P '& ا�:
  
  

  06ا������   
   �71 ا�36, ا%c &G آ ��0 

�:4��               
223 3

3
2 2

c
    = + =      

  إذن 
3 1

3
2 2

c i
  = +   

  

3              و �0�أن 
cos
6 2

π
1  و =

sin
6 2

π
t' 63ن =

i
c e

π

=  

  
   �71 ا�36, ا��#�يd    آ ��0 

                �:4��    3
cos sin

2 6 6
d i

π π       = − + −          
3  إذن 

cos sin
2 6 6

d i
π π = −   

  

                 إذن 
3 3 1

2 2 2
d i

  = −   
3  أي  3

4 4
d i= −  

  
  
 2 (OACB��ّ�	   
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



•  ���SOA
����

 1 ه& 

   ���SBC
����

3   ه&  3 1 3
1

2 2 2 2
c b i i− = + − − = 

OA    إذن  BC=
���� ����

  . 	 �ازي أ2VعOACB و 	:5 
  

•  ���SOC
����

3 ه&  3

2 2
i+ ؛   ���SAB

����

1 ه&  3

2 2
b a i− = − +  

OCإ��ا�Z�ت   
����

AB و 
����

 ه& 
3 3
;
2 2

     
 و

1 3
;
2 2

  −   
  � �!�; �71 ا

3 إذن  1 3 3
0

2 2 2 2
OC AB

     • = × − + × =       

��������

�� : Q أن ا�6�����  ،OC
����

AB و
����

 

  .	 ��	�ان 
��ان �]ا� ]OCو [ ]AB  5:	 ان�	�� 	 OACB���	 .  

  
3 ( A�,ا�: ,D A Cوا��ة �	�� G71 ا�   

 &���   Dz ،Azو Cz A�,��ا�T ا�: ,D A C ;�!� 71 ا�� :  

   3 3

4 4
Dz d i= = 1Az  ؛ − a= 3 ؛ = 3

2 2
Cz c i= = +  

3 3
1

14 4

23 3
1

2 2

D A

C A

i
z z

z z
i

− −
−

= = −
−

+ −

D  ؛  A

C A

z z

z z

−−
∈

−
] إذن � ]2D A

C A

z z
Arg

z z
π π

 −   ≡   − 
   

)و ه<ا 4�:&  ) [ ]; 2AC AD π π≡
���� ����

 A��� : Q أن ا�: ، , ,D A C وا��ة �	�� G71 ا� .  

  
4 ( ����!αو k  

 �L�#50 ا���ا� 6s =[آ�	ا�<ي  O 5 4زاو ، α 5 #��icإذن   C إ�M4 ،A 7ّ�ل k و  k e aα= ×  

3أي  3
1

2 2

ii k e α+ = 63 أي ×
i

ie k e

π

α= 5:	 3 وk ] و = ]2
6

π
α π≡.   

  
5 ( A���	� وا��ة � G وF،Cا�: G71 ا  

�:4�� 

( )

( )

( )

s D F

s C G

s A C

 = =
 =

 A�,  �0�أن ا�: ,D A CA���	� وا��ة 'tن ا�: G71 ا� F،Cو G  �	�� G71 ا�

Gh71 ا� s'�M4 �L�#	 50�6! ,وا��ة %ن آ ��	�� .  
  
  
  
  

  



  07ا������ 
z'ا�36, ا��#��L �1 6�50 ا��#��L ه�  • az b= +.  

  
( )

( )

s A B

s B C

 =
 =

 &:�4 
B A

C B

z a z b

z a z b

 = +

 = +

) إذن  )

( )

( )

4 1
......

4 6 4

i a i b

i a i b

 = + +∗ 
− + = +

  

( )∗ O'�3! 
( )1 4

4 4 6

i a b i

ia b i

 + + =
 + = − +

 أي 
( )

( ) [ ] [ ]

1 4

4 1 4 6 4

i a b i

ia b i a b i i

 + + =    + − + + = − + −      

  

      أي 
( )

( )

1 4

1 3 4 2

i a b i

a i b i

 + + =
 − + + = − +

 و ��  
2

1

b i

a i

 =

 = +

  

)    ا����1  �#, �2 و���ا ∗(!   
2

1

b i

a i

 =

 = +

 و��� ��6! ���4s D� 50	#��L ، إذن
( )

( )

s A B

s B C

 =
 =

.  

• �:4�� 2a  ،إذن =
2 2

2 2 cos sin
2 2 4 4

a i i
π π    = + = +      

 

2و 
2

1 1 1

b i

a i
= = −

− − −
) ه� ا� 6�50 ا��#��L ا�<ي 	�آ]= s؛ �� : Q أن  )2; 0Ω − ،

زاو4 5 
4

π 5 #��  .2 و 

  
  

  08ا������ 
  .α وزاو��� Ω للدوران الذي مركزه R(Ω;α)نرمز 

 ��
� Mz ا����� ����� M.   

•  ��� �� �����:  

 
R B;

3P C

 π   
 → إذن ( )

i
3

C B P Cz z e z z
π

− = −)...1(  

 
R C;

3Q A

 π   
 → إذن ( )

i
3

A C Q Cz z e z z
π

− = −)...2(  

 
R A;

3R B

 π   
  → إذن ( )

i
3

B A R Az z e z z
π

− = −)...3(  

 
  


ف ��
ف �%� ) 3(و) 2(و) 1( و عندما نجمع 'A B C P Q Rz z z z z z+ + = + +)...*(  

 :و من جهة أخرى  •

A C Q
I

z z z
z

3

+ +
Bو    )     4... (= C P

J
z z z

z
3

+ +
=) ...5(  

A  و  B R
K
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